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Tém tit: Trong bai bdo nay, bang si tro' gitip ciia phan mém R, ching t6i sir dung

nghién ciru moé phong Monte Carlo dé tinh xap xi xac suat mot so bien co dwa vao dinh nghia

xac sudt hinh hoc. Tw do chung téi dwa ra cdach xap xi mot so tich phan, cac so siéu viét.

Tir khéa: xdc sudt hinh hoc, Monte Carlo, mé phong, phan mém R

I. Dit vin dé

Trong khoa hoc, dé kiém chung mét
dé xuat mdi nao do, ngudi ta sir dung cac
luan c&r d@é ching minh vé mat 1y thuyét.
Tuy nhién, trong phan tich s6 liéu, ngoai
viéc chirng minh tinh ding dan vé mat Iy
thuyét, ngudi ta thuong phan tich, minh
hoa két luén béng cach sinh ra b s6 liéu
ngau nhién dam bao gia thiét da néu, sau
d6 kiém chimg lai bang cach dém s lan
“thanh cong” (két luan dung) trong tong
s6 1an thuc hién - d6 1a phuong phap mo
phong Monte Carlo.

Phuong phap nay duoc gioi thiéu
trong Nguyén (2004), duoc hai nha toan
hoc nguoi gdc Hungary 1a John von
Neumann va Ulam néu thanh mt phuong
phap c6 co s¢ toan hoc chat ché vao nam
1949. N¢6 1a phuong phap mo6 hinh hoa

"'Truong Pai hoc Mé Ha Noi

rat dic dung trong viéc giai quyét nhiéu
bai toan khoa hoc k¥ thuat, nhat 1a trong
truong hop du bao cac qua trinh dién bién
phtrc tap xdy ra trong thi€én nhién cling
nhu trong xa hoi (Nolan, 2009; Robert &
Casella, 2004; Spiegelhalter & cdng su,
2003; Sobol, 1994; Metropolis & Ulam,
1949; Skorohod, 1961). Bac biét, tir khi
c6 may tinh dién tr, thi n6 tré nén co
hiéu qua va dugc su dung rong rai nho
cac md hinh héa qua trinh ngiu nhién
trén may tinh dién tir (Damien & cong
su, 1999; Gould & Tobochnik, 1998;
Hoffman, 1998; Gamerman, 1997;
MacKeown, 1997).

Nhitng y tuong dau tién dan dén
phuong phap Monte Carlo rat don gian,
ching ta hay xét bai toan nho sau day:

Cho mot mién bat ky trong hinh
vudng c6 canh bang 1 don vi do dai. Ta



can tinh dién tich mién dugc minh hoa
boi Hinh 1.

Hinh 1. Dién tich ciia mién B trong
khong gian H

Dé tinh dién tich mién B, ta co thé
st dung cac cach nhu phan chia theo cac
hinh vuéng don vi nho hon, thyc hi¢n dém
va xép xi lugng cac hinh vuong do, hodc
c6 thé biéu dién xap xi chu tuyén cua B
theo mot phuong trinh toan hoc rdi tinh
bang tich phan. Tuy nhién, ta s& xét cach
xap xi dién tich B bang phuong phap mo
phdong Monte Carlo nhu sau:

Tung n,, hat cat mot cach ng'flu nhién
lén mién H, kha nang hat cat roi vao bat
ctr vi tri ndo trong mién A déu nhu nhau
va chéc chin hat cét chi roi vao mién H,
ta xac dinh duogc n, hat cat roi vao mién
B. Theo céach xéac dinh cta xac sut thuc
nghiém (dinh nghia xac suat bang thong
ké) x4c suit dé hat cat roi vao mién B 1a:

Sp _np
Sy ny

Vi§, =1 nén ta cod Xap xi S,=n,.

R rang, van dé “tung ngiu nhién”
va hat cat chi roi vao mién H hoan toan
duoc dam bao néu ta mo hinh hoa toan hoc
boi cac diém M(x,y) trong mién A (13 hinh
vuodng co d6 dai canh bang 1 don vi do dai).
Khi d6, vé mat toan hoc co thé hiéu x, y
dugc sinh ngau nhién tir phan bd déu trén
[0,1], viéc nay dugc thuc hién thong qua
mot s6 phan mém nhu: Matlab, SPSS hay
R. Trong bai bao nay, chiing t6i st dung
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phan mém R dé thyc hién viéc mo phong
bai tinh don gian, d& hiéu va tinh “mo” cua
R. Viéc tinh dién tich mién B (vaco thé mot
mién bat ky trong mot khong gian bat ki)
theo cach xép Xi 0 trén duoc dua trén co sO
xéc suat hinh hoc dugc trinh bay sau day.

Ta da biét, dé tinh xac suét ciia mot
bién cd nguoi ta co thé st dung mot s6 dinh
nghia xac suat: dinh nghia cd dién, dinh
nghia theo théng ké, dinh nghia bang hinh
hoc. Mbi cach dinh nghia duogc 4p dung
trong diéu kién nhat dinh: dinh nghia xac
sudt c¢o dién dugc st dung khi s6 két qua
ctia phép thir 12 hiru han va dong kha ning,
phuong phap dinh nghia bang thdng ké 1a
phuong phap dinh nghia bang thuc nghiém
ctia xac suét, dugc sir dung dé du bao xac
suét ctia bién cb. Pinh nghia nay duoc dua
trén két qua cua luat sb 16n: khi s6 phép thir
lap lai du 16n thi tan suét xuat hién bién cd
s& hoi tu hau chic chian dén xé4c suit cla
bién ¢ d6. Tuy nhién, trong trudng hop
cac két qua 1a dong kha ning nhung vo
han, vi du nhu ném mot vat ra xa, tung mat
vat nao d6 trong pham vi mién nao do, thi
viéc str dung xac suét hinh hoc 1a mot giai
phap, dinh nghia dugc phat biéu nhu sau
(xem Nguyén & Hoang, 1976; Bang, 1998;
Bormetti & cong su, 2020; Herbert, 2016).
Gia str phép thir co cac bién cb so
cap dong kha ning, mdi bién c¢b so cip
dugc biéu dién boi mot diém hinh hoc
trong mot mién H nao dé, bién cb B duoc
biéu dién boi mién B 1a mot phan cuia mién
H. Khi do, xac suét cua B dugc dinh nghia

PB) = =2

m(H)
trong do m(B), m(H) 1a 40 do cua
mién B, H tuong tng. o do & diy co thé
dugc hiéu mot cach don gian 1a do dai
(trong khong gian mot chiéu), dién tich
(trong khong gian hai chiéu) va thé tich

(trong khong gian ba chiéu).
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II. Ung dung cia phuong phap
Monte Carlo véi xac suét hinh hoc

Tu dinh nghia x4c suat hinh hoc,
néu ta biét dugc do do m(H) cua mién H,
thi xac xuat P(B) va do do m(B) hoan toan
duoc xac dinh qua nhau. Trong muc nay,
ta s& xét mot s6 vi du dé xac dinh xép X1
m(B) thong qua viéc xap xi P(B) va ngugc
lai.

Trudce hét, bang phuong phap Monte
Carlo, ta dém duoc s hat cat n , S€ 101 vao
mién B khi tung ngau nhién n,, “hat cat”
vao mién H thi

ng _m(B)
ny — m(H)
nén
m(B) = m(H).:—:

Nhu vay, béng viéc “lya chon” mién
H sao cho d& “do dugc” nhét, ta hoan toan
xap xi duoc do do cia mién B thong qua
viéc dém céac “hat cat”. Viéc kiém dém
nay dugc thyc hién trén phan mém R.

Trude hét, chung ta da biét, phan bd
chuan 13 phan bé kha théng dung trong
thyc tién, nd chinh 1a phan bd giéi han
ctia lugng 16n cac ham phan bd bat ki thoa
mén diéu kién luat s6 16n. Tuy nhién, viéc
tinh xac suat ctia phan bd chuan lai phai
thong qua ham Laplace

Do(u) = -z dx

1 u
— [ e
V 2T 0
R4 rang tich phan nay khong thé thuc
hién bang cong thirc Newton-Leibniz. Ta
xét vi du sau.
Vi dyu 1. Tinh xép xi:

1 2 -*
I—Efoe dx

Giai: Dé Xép xi dugc tich phan trén,
trude hét ta “lya chon” mién H
H={(xy):0<x<2,0<y<1}.

Khi d6, d6 do & day duoc hiéu 1a
dién tich voi m(H) = 2 va dién tich I la
dién tich ciia mién

xZ

B={(x,y) EH:y <\/%e_7}

dugc mo ta trong Hinh 2.

Hinh 2. Dién tich cua mién B

Bang cach sinh ngau nhién 10000
cdp (x, y) trong mién H va dém sb cap (x,
y) nam trong mién B véi code trong R:

> x=runif(10000,0,2)

> y=runif(10000,0,1)

> z=y-1/(sqrt(2*p1))*exp(-x"2/2)
> length(subset(z,z<=0))

[1] 2344

Ta thu duogc 2344 cap roi vao mién
B trong s6 10000 cap (x, y) duoc sinh ngiu
nhién trong mién H. Tir d6
m(B) _ 2344
m(H) ~ 10000

= 0,2344,= m(B) = 0,4688

hay tich phan / dugc xap xi boi 0,4688.
Dé tranh sai sd, ta 1ap lai sb lan léy
mau nay va ly gia tri trung binh véi code:

> h = function(n,m)

+ {t = numeric(n)

+ for (iin 1: n)

+ {x = runif(m,0,2)

+y = runif(m,0,1)

+z =y — 1/(sqrt(2*pi)*exp(-x"2/2))
+ t[1] = length(subset(z,z<=0))}

+ mean(t)}

>h(1000, 10000)

[1] 2387,621

Cho lap lai 1000 lan lay mau, kich
thuéc mau mdi lan 1a 10000 thu dugc

két qua:



> h(1000, 10000)
[1] 2387,621

nén tich phan 7 dugc xdp xi bang
0,4775242. Két qua nay rat sat voi két
qua trong bang tra ham Laplace van duoc
ding trong xac suat thong ké (0,4772). Bé
duoc két qué chinh xac hon, ta c6 thé cho
lap lai s6 1an 16n hon va kich thuéc maiu

dugc chon du lon.

Vi dy 2. Tinh xp xi gia trj ctia so 7.

Giai: Pé tinh xap xi nay, ta s& s
dung cong cu di¢n tich, cu thé & day la
dién tich hinh tron. Dé don gian ta s& dua
vao tinh xap xi dién tich goc phan tu thi
nhét cta hinh tron. Mién H, B duogc chon
twong rng va mo ta & Hinh 3, 1a

H={(x,y):0<x,y<1},B={(x,y):x>0,y>0,
x*+y*<l1}.

|/

Hinh 3. Dién tich ciia mién B

Theo 1ap luén trén, ta cé
n S T 4.n
Mp_°B_T . _ B

nH_E_Al' T ony

Sinh ra 10000 ca@p (x, y) trong d6 x, y
dugc sinh ngau nhién tir phan bd déu trén
(0, 1) ta &ém sb luong diém (x, y) roi vao
mot phan tu hinh tron thir nhit bang code
R nhu sau:

> x = runif(10000,0,1)
>y = runif(10000,0,1)
>z=x"2+y"2

> length(subset(z, z<1))
[1] 7853
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Ta nhan duoc gia tri 1a 7853. Tu do
suy ra

= .7853 = 3,1412

10000

Tuong tu nhu Vi du 1, ta lap lai
1000 1an dé tranh sai s6 v&i code:

>t = numeric(1000)

> for (i in 1: 1000)

+ {x = runif(10000,0,1)

+ y = runif(10000,0,1)
+z=x"2+y"2

+ t[1] = length(subt(z,z<1))/10000}

V&1 ma code nay thi ta thu dugc

.785398 = 3,141592

™ =710000

Viéc tinh x4p xi xac suit boi mod
phong duoc thé hién rd trong nhitng bai
toan ma viéc ve hinh tré nén kho khan. Cu
thé, ta xét vi du sau.

Vi duy 3. Lay ngiu nhién ba doan
thang, mdi doan thang c6 d6 dai khong
vuot qua s6 a > 0 cho trude. Tim xac suat
sao cho cac doan théng do 1a cac canh: cua
mot tam gidc, cua mot tam gidc tu?

Giai: Goi x, y, z 1a 46 dai cac doan
thang, khong gian mau dugc mé ta boi

H={(x,y,2):0<x,y,z<a}

Bién ¢b B: cac doan théng do la canh

cua mdt tam gidc, dugc mo ta boi
B={(x,y,z) e H:x+ty>z,y+z>x,ztx>y}

Néu xem (x, y, z) 1 toa d6 ciia mot
diém trong khong gian ba chiéu thi mién
H 1a hinh 1ap phuong canh a, con mién B
12 hinh 13p phuong OEDFG (Hinh 4) nén

m(B)  Voperc 1

P(B) = = =—
m(H)  Voarceep 2
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Hinh 4. Hinh Idp phwong mé ta mién B

Néu st dung phwong phap mod
phong Monte Carlo, ta ¢ thé coi a = I
va sinh bo ba (x, y, z) tir phan bd déu trén
(0, 1) sau d6 kiém dém s6 bo (x, y, z) thoa
min diéu kién tam giac. Cuy thé, vdi viéc
sinh ra 100000 b ta dung phan mém R
vdi code:

t =rep(0, 100000)

> for (i in 1:100000)

+ {x = runif(3,0,1)
Hf((x[1]x[2]>x[3])&(x[2]+x[3]
>X[ID&E[1H+x[3]>x[2]) {t[i]=1}
> sum(t)

[1] 49772

Nhu vay, ta Xép xi duoc xac suét dé ba
doan thfmg tao thanh tam giac 1a 0,49772.

Ciing dé tranh sai s6, ta lap lai 1000
lan va tinh gid tri trung binh vé4i code trong
phan mém R.

u = numeric(100)

> for (j in 1:100)

+ {t=1ep(0,100000)}

+ for (i in 1:100000)

+ {x = runif(3,0,1)
HEX[+X[21X[3]) & (x[2]+x[3]
>X[ID&E[1+x[3]>x[2]) {t[i]=1}}
+ ufjl=sum(t)}

> mean(u)

[1] 50020

Tir d6, xac sut duoc xap xi 0,50020,
gi4 tri ndy gan sat v6i gia tri tinh truc tiép.

Ta nhan thay, trong truong hop nay,
viéc v& hinh va x4c dinh mién B kha dé
dang nén viéc tinh xac suét truc tiép kha
don gian. Tuy nhién, néu trong trudng hop
cac doan thé“ing léy ra la cac canh cua mot
tam giac tu, va dac biét néu tam giac tao
thanh c6 thém nhiéu diéu kién khac thi
viéc v& hinh khong hé don gian. Viéc tinh
xap xi bang mo phong Monte Carlo 1a mot
giai phap.

Bay gio ta xét bién ¢ B" ba doan
théng do6 1a cac canh cua mot tam giac tu,
dugc mo ta boi:

B'={(x,yz)eB: x’>y’+ 22U y?> 77+
xXuzZ>x’+7)

Pé xép xi xac suit P(B’) ta dung

code trong phan mém R nhu sau:

> h = function(n)

+ {t =rep(0, n)

+ for (i1n 1:n)

+ {x = runif(3,0,1)
+If((x[1+x[2]>x[3]) &(x[2]+x[3]
>X[ID&E[+X[3>X[2D&((x[1]2
X[ 2] 2<x[3]"2)||(X[2]"2+x[3]"2
<x[11"2)||(x[3]"2+x[1]"2<x[2]"2)))
+{t[i]=1}}

> sum(t)

Véi viéc sinh ra mau kich c&
n=100, 1000, 10000, 100000 ta c6 dugc
cac két qua twong tng l1a: 25, 296, 2841,
28397, nén xac sut dé ba doan théng tao
thanh tam giac tu la: 0,25, 0,296, 0,2841,
0,28397.

Dé du doan va xép xi chinh xac hon,
ta 1ap lai s 1an lay mau voi cac kich thudce

mau du 16n bang code trong R:



> h = function(n,m)

+ {u=numeric(n)}

+ for (j in 1:n)

+ {t =rep(0, m)

+ for (i in 1:m)

+ {x = runif(3,0,1)
HIf((x[1HX[2]>x[3])&(x[2]+x[3]
SX[N&([1+x[3IX[2)&((x[1]°2
X[2]"2<x[3]"2)[I(x[2]"2+x[3]"2
<x[11"2)(x[31°2+x[11°2<x[2]"2)))
+ {tlil=1}}

> u[j]=sum(t)/m}

+ mean(u)}

Céc két qua tra vé x4p xi xac suit véi
100 1an 1dy mau véi cac kich thude mau
trén 1an luot 13: 0,264, 0,28479, 0,2865,
0,2857, 0,28538. Nhu vay, ta c6 thé xip
xi x4c sudt dé ba doan thang tao thanh tam
giac tu 1a 0,285.

II1. Két luan

Bing viéc st dung dinh nghia xac
suat hinh hoc va sy trg gitp ctia phan mém
R, nghién ctu mo6 phdong Monte Carlo
duoc st dung dé tinh x4p xi tich phan cua
nhimg ham khong thé 1iy nguyén ham
hodc nhirng s6 siéu viét. Cac két qua xap
xi khd gan véi cac gia tri tinh toan thuc
té. Nhitng két qua nay néu ta st dung
theo nhitng quan diém cua phan phdi
déu (Kuipers & Niederreiter, 1999), phan
phéi gi6i han (Gnedenko & Kolmogorov,
1968), phan phdi Bayes (Buckle, 1995)
hay theo quan diém cta xich Markov
(Gilks & cong su, 1996) thi vi¢c tinh toan
s€ ¢o6 do chinh xac kém hon hoac kho xur
1y hon. Tuy nhién, do dac tinh cta bai bao
1a gidi thi€u mo phong nén tac gid bo qua
cho viéc danh gia sai ) cling nhu d6 hoi
tu vé nghiém on dinh cta céc két qua mo
phong, cac déanh gia vé sai sd ciing nhu
dd phuc tap, tinh hoi tu cia nghiém cua
cac thuat toan moi quy doc gia xem trong
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APPLICATIONS OF THE MONTE CARLO SIMULATION
METHOD WITH GEOMETRIC PROBABILITY

Nguyen Thi Phi Doan’

Abstract: In this paper, we use R software to perform a Monte Carlo simulation,

approximating the probability of events based on geometric probability. From this, we provide

approximations of some integrals and transcendental numbers.
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